o g |
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Nk

X'
=
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. B

LRI
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e L

L A T L N e

e N e
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b) Red konvergira. Uputstvo. 0< (2 ,1_1)22;;-1 S 2=l — p2n-l 3

red).
Primjer 7. Ispitati k ju reda ¢ v
' : rgencl .
rimjer 7. Ispitati konvergenci] A
geg, > 1 . Kako red Sh divergira, to 1 red in\H
ey om g ot i S =

divergira.

2. Granicni kriterijum uporedivanja

Ako za clanove reda (A) i apsolutno konvergentnog reda (B) vazi da je

i aﬂ e :
nl_l’n; —|=4 0<g<+eo,tadaired (4) apsolutno konvergira.
, dla f o
Wokaz. Iz n]-LTo =49, O<g<+co lijedi Ve Ozin,Vn >, - gi<e. 1)
W >, Ia,, I <(E+q) ]bn . ke  je  re B) apsolutno konvergira, to

VE>03mVn>nNpe N:|b,, [+|b,.,|+.|b . p|T<€. Dalje, za svako n>max(ngn,)

an+l il an+2 +'“+an+p = an+l an+2 2z iy arH—p <
mz e e W
e e SO =N a8
K=l

A T
4__..1 2

g ks

[

I
i

AVCIO1T1°

- __.nl-.' =i, ”:---l_
A "_.il_' ""':‘.F::"ri "_.E_:

s =

=t
i
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3. Dalamberov kriterijum 1

=tz liada red (@A) za:

a) 0 <r <1 -apsolutno konvergira, b) r >1 - divergira.
Dokaz. @) Izaberimo €>0 tako da je r+e=g<l. Za ovako izabrano € postoji 10€ N takvo

a |
V.i ”.'1“"1 ; | | F >
da za svako n>ng Vazi: 2 < ¢, 0dnosno: Iam,ﬂ‘ < q\ann\ , \a'n”+£:\ < (l\“nl,-u\ < ¢ \%,\
I
+oc i
k : - . . P . : .
’(1 k <q (a” , g Z(/ konvergira, to 1 red E a, .. | konvergira, {j. red
Tt () :
” = =)

+m *
Z I“n ] konvergira.
n=l

b) Neka je g>1. Izaberimo €>0 tako da je r—e=g>1. Tada postoji noe N takvo da za

a | ..
e ' : = . Kako (e
svako n>ng Vvazi: = ¢, 0dnosno \a”M 2 ‘anul 7d k=125 )
a,
im a*la. |=+4c=, tojei lim|a . |=+c. Ovo znaci da red (A) nije konvergentan,
l q ') 3 (EEARES n, +k

k =100

jer nije ispunjen neophodan uslov konvergencije reda.

Primjer 9. Ispitati konvergenciju redova:

D 3 b S|V )(VT-"2). 0 S

penan o= -
2) Ovdje jJe a, = i , i +}) i li]}}m i 43 ,,]EL n:i —3 = 1. Slhijcdi, red
' A a, ar 2 kil (08 jlSe 2
divergira. - .
B " @vde je a,= (\/_2_ ——in)(\/_i —Q/E) e (\/E X 2”’%) , a(’;'” -

I

g 2L~ im ( \/_ = 2”*3/_2_ ) _ /2 —1<1. Slijedi, red konvergira.

11— o0 (1 J1— 10
/]

an+1 A

1
vergir vo: lim =
¢) Konvergira. Uputst . 3

4. Kosijev korijenski kriterijum
Neka je limsup 2/ anl — . Tada red (A) za:

J1—> o0 | i
a) 0<r <1 -apsolutno konvergira, bynz=l - dlivel gira. |
Dokaz. a) Kako je r<1, to se move izabrati £>0 tako da je r+e=g<l1. Za ovako 1zabrano

n
e o . : o wvako n>np, odnosno |a |<qg za
€ postoji prirodan broj n, takav dadje o |a,,l <q za svak 0 \ n\ q




it . 0N |H konvergira, {j red )

= vaT . 4
n>no. Kako rEd Z q 1\0‘ % n=ny

k=n,+1
amberovog Kriterijjuma. [zaberimg
. - - .

@ \fel'ﬁil'a-. ¥ e e {
apsolutno konverg 20 u slugaju b) Dal

b) e Lo, pOStupllTlO O da ZA S\i’ilko n=ry Vazl. {/
= 400 . O jC i “111 |U'( l - 0Q

e>() tako da je r—e=g>1. L - 5
7. . Kakoje lmg o

_. :f]o-l‘l, ”0+.....r... . g
jer nije ispunjen neophodan usloy

sli¢no K
ada postoji 1€ N takv

- Ny
”,,I =q,

Ovo znadi da red (A) nije konvergentan,
konvergencije reda.

: . * | . F G AP 2 S S SER TR

. . —1 Dalamberov kriterjjum 1 KoSsijev Korijenski

Napomena 2. Sluca)r= e
o el divergira, a red Y — konvergira,
kriterijum ne rjeSavaju. Tako, na primjer, red Z“; AT IO ) b
n=|
mada je u oba slucaja r=1. |
dotif M | b) — N o
- (e B s St 050,
Primjer 10. Ispitati konvergenciju redova: a) ; S o
A n l
B ?? ]l 5 5 S . _ _____<l l() ‘C
a) Kako je n/an =mn = 1 limsupy 'anl = |lim Sllp-—-—'—i_) . A y O JC
2n+1 2n+1 n— oo Nt LNt l -
dati red konvergentan..
| . e ne -l : : .
b) Kako je r:hmsup{/{anl =limsupy/— =—, to dati red konvergira za a>1 |
n—>+o0 n—1e° a (
00
divergira za 0<a<l. Za a=1 dati red divergira, jer se dobija red ZN Cl]1 N1z
n=l\

parcijalnih suma divergira.

AT

5. Kosijev integralni kriterijum
Neka je f(x) nenegativna i monotono opadajuéa funkcija za x>1. Neka je dalje

+00 00
a e ]1 I — 2 2. : - < : AR X | e
f="im) za n=123..... Tada red Za.”  1ntergral [ J (x)dx 1stovremeno
n=] :
|

konvergiraju, ili divergiraju.
Pokaz. Sle'lI'ajTl]O grafik funkcije y=fx) (sl. 1). Neka )6 S, =a +a, +..+a . Uodimo
Jedan od krivolinijskih cetvorouglova, na primjer h .

onaj koji je ogranicen krivom y=f(x), osom Ox i Y
ravama x=i 1 x=; & 6 ¥ =1
P X=11 x=1+]. UOCIITIO da je a o | po\zr§ina y""t(x)

Pravougaonika sa vis; = £(i) i ' '
g & s visinom: a. = £(;) i OSnovicom
1+1
I. Kako i
Rc a., < Jf(x)dx<a., =123 ' '
, TSR (0 [
,. N
n+l

n+|

S,> [ fdx |
IJ. i) LY a < j J(x)dx , odnosno
|

s

L e

OV bl n n+l
Sl |

S|

L€

4
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n+l

+-00
< J f(x)dx+a,. Ako J. f (x)dx konvergira (tj. ima konaénu vrijrdnost), tada je
] ' I
S, = _[f (x)dx +a,. Kako je niz (S,) monotono rastuéi i ograniéen sa gornje
1

strane, to je niz (5,) konvergentan, tj. red (A) konvergira. Ako j.f (x)dx divergira,
|

n+l

tada je lim §, > lim Jf(x)dx = +oo . Slyjedi, niz (S,) divergira, tj. red (A) divergira.
|

J1 —> oo n— e

Primjer 11. Ispitati konvergenciju reda Z——!&—
| n=|\ i

Za <0 red divergira, jer nije ispunjen neophodan uslov konvergencije reda.

1

Razmotrimo slu¢aj o>0. Tada funkcija f(x)=— zadovoljava sve uslove
X

Kosijevog integralnog kriterijuma. Slijedi, dovoljno je ispitati konvergenciju

"¢ dx " dx ——l——-_—-(Nl‘“—-l), za oL # 1

(divergenciju) integrala S NakoHje il ===t o
17 T N Zat o=

to e

1

N ;
— . zao>1 | _ | 85 ..
[1m il =< 11—« , tj. dati red konvergiraza a>1, 1 divergiraza o <1.

+o0o0, za O< 00 < 1

Postoji jo§ niz znaajnih kriterijuma za konvergenciju brojnih redova, na
primjer: Rabeov, Gausov 1 Bertranov, 0 kojima ovdje necemo pisati.

Na kraju razmotrimo redove ¢iji €lanovi 1maju naizmjenicne znakove
(znakopromjenljivi redovi). Radi se o redovima koji tmaju oblik
@y ha, —a, td; = g T

1l kratko
Z(__l)” ar.' 2 - (9)
n=l

gdje su svi a,>0.
Pitanje konvergencije reda (9) rjesava
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2. 2. FUNKCIONALNI REDOVI

a) Ravhomjerna konvergencija redova

Uvedimo pojam funkcionalnog reda.

Definicija 1. Izraz oblika
@ (%) + @y () + o @, () + .. (1)

1azivamo funkcionalni red, pri cemu funkciju a,(x) nazivamo opéti ¢lan reda.

Red (1) zapisujemo kratko

Za red (1) kazemo da konvergira u taki x, ako brojni red Za”( Xg)

n=1

konvergira. Za red (1) kazemo da konvergira na intervalu / ako konvergira u svako]
tacki intervala . Red (1) koji nije konvergentan ni u jednoj tacki nazivamo

divergentnim.

Uodimo da je niz parcijalnih suma (S”(x)> S 00 =Zai(x) , funkcionalni
1=1

niz. Iz ovoga razloga potrebni su nam pPOJmoOVl1 konvergencije 1 ravnomjerne
konvergencije funkcionalnih nizova.

Definicija 2. Za funkcionalni niz ( i (x)) kazemo da konvergira na intervalu /

ka funkciji f(x), ako
(Vx, € (Ve > O)En(x,. E)E NV > (X E)) : \fn (g it f(xo)\ <t

U prethodnoj definiciji prirodni brbj n(x,,€) zavisi od tacke x, i €. Moze I

S o0 i n(e tekvo da je |f,(x)-f (x)| <€ za svako n>n(g) 1 svako

xe I ? Potvrdan odgovor dovodi do pojma ravnomjerne konvrgencije funkcionalnog

niza. -
\

Definicija 3. Za funkcionalni niz (f”(,x)> kazemo da ravnomjerno konvergira

na intervalu 7 ka funkciji f(x), ako

(Ve > 0)(3n(e)e N)(Vxe N(Vn>n(€):|f,(x) - fx)|<e.




| na intervalu /. ta4.

| ﬁ X ciju ,

Ako n]Z <f;1 > : ”Oblcnll” konVergeﬂ _] ! s

l S onvergeuncljc Siijed

to kratko zapisujc .
atimo e

(obi¢na) konvergencija, dok O

kao 1 do sad;

., ravnomjerne K

;. Ogigledno, kazuje sljededi primjer.

brnuto nije tacno, Sto po

il

7ol n=lde raynomjerno konvergira p;
Primjer 1. Ispitati da It mz X, , £

intervalu:
a) [O,q}, g<l, b) [0,1].
a) Ocigledno, x" =0, xe [O,q]

(Ve > 0)(dn(e) = Flogq e le N)(Vxe [O,q])(Vn >n(€)): lx" — OI <€,

L sl

. g<1.Daljeje |x” —-O‘ <qg",pa

. x =0 xe [O,q], g<l.

Lo Dokasimo da dati niz ne konvergira
5 =l -

ravnhomjerno ka funkciji f(x) na odsjecku [0,1]. Pretpostavimo suprotno, ij. da se

b ‘ ' l
radi o ravnomjernoj konvergenciji. Izaberimo € >0, takvo da je, na primjer, €<—.

Za ovako izabrano € nadimo n(€) tako da je lx" —f (x)l <€ za svako xe [0, 1} i

b) U ovome slu¢aju x — f(x)z{

svako n>n(€) . Fiksiraymo n. Specijalno, poslednja nejednakost vazi 1 za x, =+/2¢€ .

JeEjjE za 8<-;—-: OB pa x, € [0,1]. Slijedi,

e 21l pa Imamo ’xg — 7 (2%) =’x(’)’| =|2€| =2e>¢& . Dobijena protivrje¢nost

X — (xo)| <€, Sto je nemoguce. jer

dokazuje da niz x" ne konvergira ravhomjerno na odsjecku [O, 1] .

Primjer 2. Dokazati da 21 =0, xe R.

e -=n

ey 1
g s R Kako £ () 0l 0< £ ()<L 1R 1o

n

(Ve>0)3n(e) =[e]e N)(Vxe R)(Vn > n(e)): £, (0)-0|<e,
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Definicija 4. Za funkcionalni red )

' _ Kazemo da ravnomjerno konvergira ka
syojoj sumi  S5(x) na intervalu /,

ako njegov niz parcijalnih suma <5,,(X)>
ravnomjerno konvergira ka funkciji S(x) na intervalu /

Na osnovu navcdemb krl_lcrijuma O ravnomjernoj konvergenciji funkcionalnih
pizova mogu  S¢ dokazati sljededéi kriterijumi o ravnomjernoj konvergenciji
funkcionalnih redova.

Weew

1. Kosijev kriterijum
(Red (1) ravnomjerno konvergira na intervalu /) <

(Ve >0)(3n(e)e N)(Vn >n(e))(Vxe I)(Vpe N): e pkX) =S (X <E

2. Vajerstrasov kriterijum

Neka je ZC” konvergentan brojni red i ¢, >0 zasvako ne N . Tada

Nn=|

((VXE [(Vn2n, 21): |an (X)| e ) —>(red (1) ravnomjerno konvergira na intervalu /).

Primjer 2. Ispitati konvergenciju redova:

+00

+00 Fia
COSnx nx
) ZT’ b S ——

Sea
] e Ll e

L =1 .
- -<-_a red Z-—-——- konvergira, to saglasno
9/
n n i

VajerStrasovom kriterijumu, dati red ravnomjerno konvergira na skupu R.
nx —n°x” +n

m*l (P(.r)=m=0 Za

a) Kako je (Vxe R)(Vne N): COS X

b) Nadimo najvecu vrijednost funkcye @(x)=

5
: 1

0 (X)) =—F. Slijeds, (Vxe R)(Vne N)

znf 2n

nx 1
: 5 2

o 1 | ’ g
).~ konvergira, to ¢ered )

;@nﬁl-

——— ravnomjerno konvergirati na R.

1+n’x

ﬁ, Nn=}
1

3
2

Navodimo osnovna svojstva ravnomjerno konvergentnih redova:

Svojstvo 1. Ako su funkcije a,€ C(/) 1 red Z“,,(X) ravnomjerno

n=|

gira ka funkciji S(x) na intervalu /, tada je Se C(/).

Y

: . . <
- Svojstvo 2. Ako su funkcije a, integrabilne na odsjecku la,b] i red Z a (x)
o e - =4
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